


FORMA

&7. Il Georema di Bezout
* DEBOLE

↓ FORMA
FORTE

Questo corso si puo anche reduce divico in the parti : 1. Un
-

preambolo al Georeme & Begent, 2 . Il Georema of Begent,-

3
.
Le applicazioni del Georema di Bezent. In altre parole,

9
resto i it risultate pin important o corso

.
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GCD(F,G)=1
-↳Finese

fattori irriducibili
RISPETTO AD E : = 10 : 0 :1)

in comune

↓) zp(F)FEz,(6)
equir. degu(t) = r n degu(c)=S

2) Fa
, 92 etp(t)1Ep(G)

equir l'equations
delle rette

e dipende in mode non
bande de 22 .

Es)Se vale la prima riga della Def sopra, allora
Ep(f) , zp(G) sono sempre in loS .

Amm . Ez a Meno di prolettivita[esercizio]
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TIPICA CONDIZ. NECESSARIA PER BEZOUT
-

Erop) 1 =Th Zp(t), zp/G) in Pos. Ammissibile per Ez
risultante rispetto a senAllora c'e una bregner or insiemi finiti :↓ [sprega amm . Ez]

z(t) n z
,(c) =(Rx(F,G))

(90 :91 :92)> (90 : 91) &

&im: GCD(F , G) = 1 =Ru (FG) =R(x0 ,
2) EK[no,]us1

Nelle regiere precedente : 190 : 91 : 92)EZp(F)-Ep(G) ,
i

. e. ze

#(9091 , 92) = G(9091192) = 0 = R(90 , 91)=0 = 190917tz(R(x0 ,Xi))
Allora e ben definita lo mappa timenticate

E : Ep(F) nzp(G)-> zp(Rx(F,G))
contraddice

·Imettiva : 0= 190 , 91 ,92) , Q= 190,9192) & ,&' 1940- gox ,
=03zE2=ammiss

. 2)
·Isvriettiva : R190 ,91) = 0# considero Frz) :=F(9, 91 ,22) , Eles) := G(90 , 91 ,02) i.e.
# per ammiss. 2) deg) = r31 , deglt) =S41 & (n25q)pEn(nz-q)IG (degIGF)
# 190 : 92 : 92) e preimmagine .
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#ImBEZOUT , FORMA DEBOLE
·K=E (tipica di Bezent)

ovvero hanno on
· Fe([ro ,x,,kn] r>1 , GEK[ko ,x,,mc]sel fattere irriducibile

in comune
Allora : ·
It(f)+z+ (G)(yrs + 1 = deg(G2D(F , 2))31

Dim.: Per assurdo GCD(F ,G) =1 = possiamo assume a mec
di proiettivita ammissibilita rispetto a F* /zp(F) ~zp(a))
= /Rm(F,G)/ > rS#1 = contraditione #* ipotesi#radici grado (in questo caso estamento ugual vistod

con molteplicita
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⑫ F
,
G in POS. Ammissibile per E2

Allora la MoltePLICITAdi Intersezione la(F,G) di FeG
nel punto & e definita come lo motteplicita come zero di Rx(F6) :Il

190: 91 :92) [a(F,G)
↳Rxz (F,G] =: (9,40 - go,) · H(ro,xi)

Se afzpli]nZp(a) =JalF,a)=o comunque ben definite *
can H190 , 9) #0

#HMSEZOUT , FORMA FORTEI
·K=E (tipica di Bezent)
· Fe([ro ,x,,kn] r>1 , GEK[ko ,x,,mc]sel
Allora :

FalF,G) = r . S
&

&EPine sarebbe come dire &EZp(F) 1Zp(9) perce
altrimenti JaFG)=0

* im: Fossiamo assume Pos . AMMSS per E2 . Allera #
def Ja
↳ -

[Ta(z) = [Jet2) = 2 Mcpigi) (RMIF2))#RdiRdgRFsiREP ↑ atzelez,(c) 190 :91]etp (Rx(FG) vero per
MOLTEPLICITA

↓

-5 - [aIFG)=0 se afzplanzp(G) ogni polinomia Ammissib



#) IK=# due curve algebriche pane or intersecaus .

Dim: r
,
51 =r .51 = [talfe) y1 zplenza)

atPR= zp(+)nzp(f)

Domanda: Se uno stesso punto he una certa motteplicit per F, e
un'altre per G , come

si comporta JalFG) rispetto a queste ?

#Rop) zp(t) , Ep(G) curve , GID(F, G)=1, 0 ha motteplicita m per zp(F)

Allora Fa(F, G) > m . n
Il 1 n Zp(G)

& DIVENTA QUINDI L'ORIGINE
* WellsAffine

* im.: Whog pos
. AmmsS , per Ec , who Q=Eo = (2 :0 :d)eMoA

perde le proiettivita preservano la motteplicita.

Zp(at) = zp(F)nNo Allera aF = fr(z)y+.. .. . +fe(z)y + fo(x)SZp(aG) = =(c) 1 No
consideriamo :

aG = gs(x)y+... .. +gz(z)y + go(n)
↑ entrembe espanse wella variabile y -6-



Ricordionoci ora cosa und dire avera molteplicita m /oppure n) well'origine
grazie all'espansione

di Taylor Non ci deveno essere termini di

grado minore o ugude a m-1 (Nsp . n-1) ed ALMENO UN TERMINE

di grado m (risp . n) , dove il grado e in entrembe le variabili

Allina possiamo importe Whog :

fi(x) = xm-i · Fai(n) , g;\n.bil anIi = 0 , ...., m
-1

Non resta che dimostrar de Rx(F , G) e divisibile per", ovvero che

en
-m/det

E presto si fa multiplicando opportunamente te right per la corretta
Potenzar di ce (per esercizio , poi vedi note #
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$7 . 1 . 2 . Stima sul numero di punti vingolari of
curve ridotte

-
e qui gra ni si deve accendere la LampADs

#) 1 =1 * Ep(F) curra RIPOTTA di grado d .
Allora : motteplicita di a per F

↓

Em(a)) ( +(
wow Questo e

~
2
( #

2 2
un grande risultate

*
& IK

e la stessa cosa che siccone (2)= (2) = 0
at Sing(zp(F))

Inottre :

puntia ( ⑨ che FINITO1) (Sing(Ep(FILdi punti singaleri (coum(a)2
sappiamo gra

F per curve

7)Lastmasharp,infat unionaa RETTE
RIDOTE
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*im.: Se d =1 => Ep(f) e una retta => Sing(tp(F) =b = 0==
Se dz2 l'idea rispetto ad altre dim . precedenti :

22
G :=&xcF

93

9 E per applica Bezaut.
~a

meno di proiettivita
Innanzitutto se db2 = deg /GrF)1, quindi entrembe Fe On F
hanno grado positivo . Eplf) ridotta FRIDOTA = GCD(F,OuF =1
2 grindi Ep(F) , Zp(OuF] now henno componenti irriducibili in comme.

Infatti se H/Fn H1%F, H = H(x2) =>OuF = Ou(M ·G) = (OxH) · G + HOnG
=>HIG=Fe F Non ridottan assardo.
Allora whog possiamo assume ZelF) , Ep(Ox#) in Pos . AMMISS . per EC

deg(t)

&m(a)(m) -1) [IalF,Exit a (d-lydeg(ox)
F

I REP ·
&EPi

PROP SCORSA
=mr(a)- 1 Bezout forme-

va JalF,xF)ma(a) · maxF(9)

Questo dimostra to prima parte dell'enunciato. -9-



Chiaremente sapplomo de Zi(F) RIDOT ci sono soltanto un

- di painti singolew = Sing(zp(F)) = EF1g --.,Fs3numero finilo
=>FD) (i) => (2) perche s pin grande possibile
~ otient per m(Fi) = 2 , i= 1, ..., 5, allora (MP)= 1 Vi.
Pero e anche veno de siccome tatti : termini delle some
sono coefficienti binomiali

,
allana sono NON NEGATIVI

,
-

quindi arremmo potuto ricavare denuncial

Ep (F) RIDOTTA => I Sing (Ep(F))(< +c
ande come corollario di questo tecrema Dimostramo
e'ultima parte dell' enunciato

.
F = Fc .... For fatter distincti

=>Zolf) = Uri Logri coppia di vette si intersecIl
GENERALI

Il
· i=1

PER OGNI Punto R1 INTERSECA -1 Altre rette in d - 1
PASSANO AL PIV PUNTI

Rz Il In d-2 PUNT Now ANCort
CONTATiDUE RETTE

R3 / INd-3" 4
Y#RyRa In 1 1/ /I T

=> S = (d-1)+ (d-2)+... +2+ 1 = (2) #
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