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Stima di modelli di sopravvivenza parametrici — uscite per morte e per altra causa

STIMA DI MODELLI DI SOPRAVVIVENZA PARAMETRICI
USCITE PER MORTE E PER ALTRA CAUSA

Supponiamo di avere osservato n individui e di disporre di dati individuali esatti, riassunti
per ogni individuo i dal vettore delle eta

(vi.2.8.4,) 1=1...,n
essendo
y; l'eta esatta di ingresso in osservazione
z |'eta esatta di uscita pianificata
6 I'eta esatta di uscita per morte (8 =0 se l'individuo i non e uscito per morte)
¢ l'eta esatta di uscita per altra causa (¢ =0 se l'individuo i non e uscito per altra

causa)

Obiettivo: stimare la funzione di sopravvivenza di un modello di sopravvivenza

parametrico



Stima di modelli di sopravvivenza parametrici — uscite per morte e per altra causa
Modello di sopravvivenza a due cause di eliminazione: morte ed altra causa
Sia
T, durata di permanenza nella collettivita per un individuo presente all’eta x

T, = min(T)Sd),T)SW))
essendo

Tx(d) durata di permanenza nella collettivita finché non si ha l'uscita per morte, per un
individuo presente nella collettivita all’'eta x

TX(W) durata di permanenza nella collettivita finché non si ha l'uscita per altra causa,
per un individuo presente nella collettivita all’eta x

Siano
S(d)(t) = P(Téd) >t) funzione di sopravvivenza (parametrica) relativa al n.a. To(d)

sW) (t) = P(TO(W) >t) funzione di sopravvivenza (parametrica) relativa al n.a. TO(W)



Stima di modelli di sopravvivenza parametrici — uscite per morte e per altra causa
Ipotesi: uscite non informative

pOt)=a4)  tz0

) =aut)  t=zo0

essendo

PIT{® <t +AtT{ >t
1D (x+t)= lim (X ‘ ’ )
At -0 At

PT" <t +AtTW >t
1M (x+t)= lim (X ‘ X )
At -0 At

le intensita marginali di eliminazione e
P(T, <t +At,C=1T, >t)

au'D(x+t)= lim

At -0 At
au™ (x+t)= lim PTy<t+At,C = 2T, >t)
At -0 At

le intensita di uscita per le varie cause, dove C =1 denota I'evento “uscita per morte” e
C =2 denota I'evento uscita per altra causa
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In ipotesi di uscite non informative sussiste la relazione di Karup

I | d ]
t >(<T) —tpx( )t x(W)

essendo

t (d)
(d) = exd — [ 4D (x+u duj:S (x+1)
t Px F{ {):u ( ) S(d)(X)

t (w)
W) = exg - [ ™ (x+u dujzS (x+1)
t Px F{ g):u ( ) S(W) (X)



Stima di modelli di sopravvivenza parametrici — uscite per morte e per altra causa

Stima con il metodo della massima verosimiglianza

Per scrivere la verosimiglianza delle osservazioni
(Vi.7.6,4¢.) i=1...n

definiamo, perogni i =1,...,n,in.a.
TO) durata aleatoria di permanenza dell'individuo i nella collettivita

Nota: T") ha determinazioni |0, z - ;]
Si definiscono

S={i| I'individuoi &presentaellacollettivitaall'etaz | survival
D ={i | I'individuoi escepermorteall'etad } death

W ={i| l'individuoi esceperaltracausaall'etag | withdrawal
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Se l'individuo i e presente nella collettivita all’eta di uscita pianificata:

| . s9(z) s (z)
T0=7-y  POO=z-y)=, p0 =, p@y_, pt=> 382
I | 4Yi Py Y Py g\ Yi Py, S(d) (y| ) S(W) (y| )

Se lindividuo i esce per morte all’eta esatta &:

. (d) (w)
Mg _y —v 1) = (1) 4, d) (g)= S (8) &) )
T = 9, Yi 1:T,C (‘9| Yi ’1) — 8-y pyi Ly (GI ) - S(d) (y,) Ez(w) (y,) Ly (GI )

Se lindividuo i esce per altra causa all'eta esatta ¢:

i T W S(d) “ W
TO=g-y fT,C(¢f -Y;.,2)= a-y, p(yi) 21 (@)= S(d)((j; Ez(w) qu)) 1 (@)
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In ipotesi di indipendenza stocastica dei n.a. TO 1a verosimiglianza delle osservazioni e

L=nPTY =z-v)0N frcl@-v)00 frela-v.2)
1S 1D 1w

=1 Z Y p§/ir) By 8-y p§/ir) EU(d)(Qu )DIQN @a-y, p;r) EU(W) (¢f)

i0S ioD

s9(z) s"(2)
= []
0sSD(y) s (y;)

S(d)(@) §(W) @) - ()
[] ' (8 )0
iDl_lD S(d)(yl) S(W)(yl) ( I)

D) 5" @)
i sy sM(y)

™ ()
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Poiché

s @) D (8)=tD@4) s (@) 1" (@)=t (@)
si ha

V) 1 S@) @ (g0 SU@
L = [] L]
iQsS(d)(y.) L s@y) ’(y.)w @ ).QNsw’(y.)
(w) (w) (w)
S @)y SY@) o @) ()

[] ] []
1L s ") (y,) b ") (y;) .QNS<W><y.)

_ n Y@
i0sS@(y;) 10 S (y) i s‘d><y.>
s(z) . @) ., " @)

[ [ [
L5S™(y) 1 S (y) 1w S¥(y)

$9() oo @)

]
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Quindi
L = (D) gw
con
@ - o @) . 198 - @)
=1 c@y o O a@y o @
inSS*(Y;) ioD SYU(Y;) iow STY(Y;)
e

(w) (w) (w)
15 s (y,) b s (y,) 1 s (y,)

Quindi per stimare la funzione di sopravvivenza S(d)(t) Si porra

maxL(d)

mentre per stimare la funzione di sopravvivenza s (t) si porra

maxL(W
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Stima di massima verosimiglianza della funzione di sopravvivenza std) (t)

$(@) o @)

(d) _ st )(Z|)
] w S (y) oo S (y)

0sS@(y) |

mly

dove

d

£ (d) (t) = _as(d) (t)

Si nota che le informazioni sulle uscite per altra causa sono trattate come le informazioni
sulla sopravvivenza all’eta di uscita pianificata

Se il modello di sopravvivenza parametrico per la durata aleatoria di vita To(d) e

assegnato mediante lintensita istantanea di mortalita ,u(d)(t) la verosimiglianza puo
essere scritta nel modo seguente

LD = ex;{— ?,u(d)(t)dtJDﬂ ex;{— ?,u(d)(t)dtj gy [ex;{ j,u(d)( )dt},u(d)(e )]

s Yi 1w Yi D Y
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Con riferimento all'i-esimo individuo osservato, indichiamo con t; la determinazione del
na TV, siha
z -y, seillS
t=<@g-y seilW
8-y, seillD
Consideriamo inoltre I'indicatore di evento

_ [0 setSOW
|1 seiOD

la verosimiglianza LD relativa agli n individui osservati puo allora essere scritta come

segue

o = iﬁ,{ex{_zﬂ(d)(w +S)dSJ(F(d)(Yi +1 ))d}
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Indicata con
t
Hy (1) = 4D (y +s)ds
0

la funzione di rischio integrata, la verosimiglianza LY diventa

L :iE| exp(— Hy, (ti))(/f(d)(Yi 1 ))di}

e quindi si ottiene la seguente espressione per la log-verosimiglianza

n n
logL = -21_ Hy () + Eldi '09(/1(d) (v +t; ))

Per ottenere quindi la stima di massima verosimiglianza di un modello di sopravvivenza

parametrico, disponendo di dati individuali esatti, € sufficiente specificare la struttura della

intensita istantanea di mortalita ,u(d)(t) e della relativa funzione di rischio integrato H(t)
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S.J. Richards (2012), “A handbook of parametric survival models for actuarial use”,
Scandinavian Actuarial Journal

V. Table 1. Some actuarial mortality laws and their corresponding integrated hazard

functions.
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MODELLI DI SOPRAVVIVENZA PARAMETRICI CON COMPONENTI DI
REGRESSIONE

Supponiamo di avere osservato n individui e di disporre di dati individuali esatti.

Per ogni individuo i sono inoltre note le determinazioni di un insieme di variabili
esplicative invarianti nel tempo (variabili concomitanti). | dati osservati sono allora

(vi.2.8,¢,%) i=1...n

essendo

y; l'eta esatta di ingresso in osservazione
z. l'eta esatta di uscita pianificata
8 I'eta esatta di uscita per morte (8 =0 se l'individuo i non e uscito per morte)

¢ l'eta esatta di uscita per altra causa (¢ =0 se l'individuo i non e uscito per altra
causa)

X; determinazioni di un vettore di variabili esplicative (es. sesso, stato di salute, ecc.)
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Modelli di sopravvivenza parametrici con componenti di regressione

Obiettivo: stimare un modello di sopravvivenza parametrico con delle variabili

esplicative introdotte nel modello per mezzo di una struttura di regressione

Con riferimento al n.a.

TO) durata aleatoria di permanenza dell'individuo i nella collettivita
indichiamo con
S(d)(t; Xi) la funzione di sopravvivenza
1 D(t;x)  lafunzione di rischio (intensita istantanea di mortalita)
fF@Dt;x) =D t;x) ;%)  lafunzione di densita

relative alla durata aleatoria di vita dell'individuo i, caratterizzato dal vettore delle variabili
esplicative (variabili concomitanti) x;
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Modelli di sopravvivenza parametrici con componenti di regressione

Indicata con t; la determinazione del n.a. T, relativo all'i-esimo individuo osservato

Z selllS
=i@ -y, sellW
8-y seillD

0 selISOW
e dato l'indicatore di evento d ={

1 seillD

Si ottiene la seguente espressione della verosimiglianza LD relativa agli n individui

L(@) :IEI!{S(d)(yi +tnX)('u(d) o) ) }

SRCRIVED

osservati

ovvero

= :iﬁl{ex{_zﬂ(d)(yi +5, X )dSJ('U(d)(Yi X ))d}

17



Modelli di sopravvivenza parametrici con componenti di regressione

Modello di Cox o proportional hazard model

Si considera una particolare ipotesi sulla funzione di rischio
1Y (tx) = 1450 ) explx B)

In cui si ha una componente ,uéd)(t) che esprime l'intensita istantanea di mortalita base,

comune a tutti gli individui osservati, ed una componente exp(x;) dipendente dalle

variabili concomitanti di ciascun individuo.

Sostituendo nella verosimiglianza si ottiene

- Hx{ex{_ex"(xfﬂ)tfﬂéd’<yi +s>dsj(ﬂéd><yi +t) exp(x;ﬂ))di}
0

18



Modelli di sopravvivenza parametrici con componenti di regressione

Ponendo

la verosimiglianza diventa

d
L@ = ex;{—exp(x 8] ‘d)(y.+s)dsj(exp(x B)i i ‘d)(yi+s)dsJ

=1

[
=L

4 = explx| ﬁ)I $(y; +9)ds

expl— 44 )(u4)*

sV (y; +1)

J‘“m+$$

D (y; +1)

I $(y; +9)ds
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Modelli di sopravvivenza parametrici con componenti di regressione

Nella verosimiglianza

(d)
L(@) = Iﬂle_ﬂ‘ (1) Hy ' (Y 1)

=1

t;

J s (y; +9)ds
0

|| fattore

-y d
e :ul (ILII) |

puo essere visto come il nucleo di una distribuzione di Poisson di parametro u che

dipende dai parametri di regressione S ,

invece, il fattore

,U(()d)(Yi +1;)
t;

J s (y; +9)ds
0]

non dipende dai parametri di regressione
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Modelli di sopravvivenza parametrici con componenti di regressione

Nota la funzione di intensita istantanea di mortalita base ,u(()d)(t), perlastimadi 8 la L(d)
e equivalente alla verosimiglianza di un GLM con

o variabili risposta con distribuzioni di Poisson,
» funzione di collegamento logaritmo

« valori osservati delle variabili risposta: d; coni=1...,n

» previsore lineare della i-esima osservazione:

X{ﬂ+log(tfiﬂéd)(yi +s)d8j
0

con Iog(f (d)(yi +s)dsj un termine offset
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Modelli di sopravvivenza parametrici con componenti di regressione

Tipicamente per la funzione di intensita istantanea di mortalita base ,uéd)(t) Si assume un
modello di sopravvivenza parametrico, per esempio il modello di Weibull

Per stimare allora tutti i parametri sono proposti in letteratura algoritmi iterativi che
alternano al passo di stima dei parametri di regressione, un passo per la stima del
modello di sopravvivenza base.
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